Geometria analityczna

1. Odlegtos¢ punktéw w przestrzeni trojwymiarowe;.

2. Drziatania na wektorach.

3. lloczyn skalarny wektorow.

4. Tloczyn wektorowy wektordw.

5. loczyn mieszany wektoréw.

6. Pole réwnolegtoboku oraz objetos¢ rownolegtoscianu.
7. Rownanie prostej w przestrzeni tréjwymiarowe;.

8. Réwnanie plaszczyzny w przestrzeni tréjwymiarowe;j.

Przyktady

Zadanie. Oblicz odlegto$é punktéw A = (3,—1,2) i B = (6,4,8) w przestrzeni trdj-
wymiarowej.

Rozwiazanie. Odlegtos¢ punktéw A i B w przestrzeni tréjwymiarowej jest rowna

d(A,B) = /(3= 62+ (-1 —4)2+ (2 - 8)> = VO 25 + 36 = V70.

Odpowiedz. Odlegloé¢ punktéw A oraz B w przestrzeni tréjwymiarowej wynosi v/ 70.

S

Zadanie. Dla wektoréw @ = 2i + 4] + 6k oraz b = [—1,4,3] oblicz: 3@, @ + b, @ —
|d + b| oraz |d@ — b].

Rozwigzanie. Mamy:

3@ = 6i + 127 + 18k = [6, 12, 18],
+b=1[2,4,6]+[—1,4,3 =[1,8,9],
5:[246] [—1,4,3] = [3,0,3],
|c7 B|: 12482+ 92 = 1+ 64 + 81 = v/146,
G—b=V3+02+32=9+9=3V2.

Odpowiedz. 3@ = [6,12,18], @+ b =[1,8,9], @ — b = [3,0, 3], |d@ + b| = v/146,
@ — b| = 3v/2.
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Zadanie. Okres] wzajemne polozenie w przestrzeni wektorow @ = —3i—J + 4k oraz
b= 2i+ 145 + 5k.

Rozwigzanie. Okreslenie wzajemnego polozenia wektoréw w przestrzeni sprowadza sie
do wyznaczenia kata pomiedzy tymi wektorami. (Zauwazmy, iz kazde dwa nieréwnolegte
wektory wyznaczaja ptaszczyzne, dlatego nie ma sensu pytac¢, czy dane wektory sa
wspOlptaszezyznowe, tzn. czy leza na jednej ptaszczyznie.) Mamy:

Gob=(—3)-2+(—1)-14+4-5=0,
a zatem @ L b.

Rozwigzanie. Wektory @ oraz b sg prostopadte.

Zadanle Okresl wzajemne polozenie w przestrzeni wektoréw a = = 2 + 3] + k oraz
b= —i+ 57 + k.

Rozwigzanie. Rozpoczniemy od zbadania prostopadtosci wektoréw @ oraz b. Mamy
Gob=—2+15+1=14 #0,

a zatem dane wektory nie sa prostopadte.

Dwa wektory sa réwnolegte wtedy i tylko Wtedy, gdy istnieje s stata )\ #* 0 taka, ze
@ = \b. Zauwazmy, iz w przypadku wektoréw @ = 27 + 35 + Eib= —i+ 57 + k taka
stala \ istnie¢ nie moze, gdyz wtedy bytoby

A wiec dane wektory nie sg réwniez rownolegte.
Wyznaczymy zatem kat pomiedzy wektorami a oraz b. Poniewaz

@] =14 oraz 1b] = /27,

wiec
14 V42
cosf = = .
V1427 9
Stad

0 = arccos <\/;l_2> ~0,77.

V42
Odpowiedz. Kosinus kata 6 pomiedzy wektorami @ oraz b wynosi 5
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Zadanie. Oblicz pole tréjkata wyznaczonego przez punkty A = (1,1,1), B = (2,3,4)
oraz C'= (3,0, —1).
Rozwigzanie. Jezeli dane sa dwa boki trojkata a, b oraz kat miedzy nimi 6, to pole

trojkata wyraza sie wzorem

1
P = iab sin 6,

a zatem pole trojkata wyznaczonego przez punkty A, B oraz C wyraza sie wzorem

l— —
P:inqu.

Poniewaz
—_— — — — — — —
AB=(2-1)yi+(3—-1)j+ (4 -1k =1+ 25+ 3k,
AC = (3—1)i+ (0= 1)7+ (=1 — 1)k = 2i — 1] — 2k,
wiec
i j ok ) ) S
ABxAC=|1 2 3—* 2 3@—‘1 3‘j+|1 2= 7487 -5k
-1 -2 2 =2 2 —1
2 -1 =2
Stad

P=_fi+8 —5k = SVID

3
Odpowiedz. Pole trojkata wyznaczonego przez punkty A, B oraz C jest réwne 5\/ 10.
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Zadanie. Oblicz ob JQtOSC rownoleglosmanu rozpietego przez wektory: a = i+ j’,
b= —i+4k orazc-2z+2j+2k;

Rozwiazanie. Objetosé réwnolegtoscianu rozpietego przez wektory d, b oraz ¢ jest
rowne

V= ‘do (l;x E)‘
Stad

o(gxé): —

NCRE—
OO =
O R O
I
)

A zatem V = |go (bx &) = |2 = 2.

Odpowiedz. Objetosé rownolegtoboku rozpietego na wektorach a, boraz ¢ jest réwna 2.

Zadanie. Napisz réwnanie parametryczne prostej £ o wektorze kierunkowym a =
6,1, —3|, przechodzacej przez punkt A = (4,6, —7).

Rozwigzanie. Rownanie parametryczne prostej £ o wektorze kierunkowym @ = [6, 1, —3],
przechodzacej przez punkt A = (4,6,7) ma postaé

xr =446t
LS y=6+t
z2=T7-3t, teR

Odpowiedz. Rownanie parametryczne prostej £ o wektorze kierunkowym @ = [6, 1, —3],
przechodzacej przez punkt A = (4,6,7) ma postaé: © =4+ 6t, y =6 +t, 2 = 7 — 3t,
gdzie t € R.

Zadanie. Wyznacz rownanie parametryczne prostej przechodzacej przez punkty
A=(2,—-1,8) oraz B = (5,6,—3).

Rozwigzanie. Wektor @ = AB = >—2,64+1,-3—8] =[3,7,—11] jest wektorem
kierunkowym szukanej prostej £. Stad (wykorzystujac punkt A)

=243t
L: y=—1+Tt
z=8—11t, teR

lub réwnowaznie (wykorzystujac punkt B)

r=5+3t
L y=6+Tt
z=-3—11t, teR.
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Odpowiedz. Rownanie parametryczne prostej przechodzacej przez punkty A = (2, —1, 8)
oraz B = (5,6, —3) ma postaé: © =2+ 3t, y = —1+7t, 2 = 8 — 11t, gdzie t € R.

Zadanie. Okresl wzajemne potozenie w przestrzeni prostych L£,: x = —6—t, y = 20+ 3t,
z=1+2toraz Ly x =5+2s,y=—9—4s, 2=1+Ts, gdzie t,s € R.

Rozwigzanie. Wektory kierunkowe prostych L, oraz L, sa rowne odpowiednio:
i=[-1,3,2, b=I[2—-4,7.

Poniewaz @o b = 0, wiec L, L Ly.
By zbada¢, czy proste L, oraz L, maja punkt przeciecia, rozpatrzmy uktad rownan
(powstaly z przyréwnania odpowiednich wspoétrzednych obydwu prostych)

—6—t=54+2s
20+ 3t = -9 — 4s
1+2t=1+7s

ktory jest rownowazny z nastepujacym uktadem

t+2s =—11
3t +4s = —29
2t —7s =0
Rozwiazujac dany uktad réwnan, otrzymujemy s = —2 oraz t = —7. Podstawiajac np.
parametr s = —2 do wzoru prostej Ly, stwierdzamy, ze proste L, i L, przecinajg sie

w punkcie (1,—1,—13).

Odpowiedz. Proste L, i L, sa prostopadte wzgledem siebie, a ponadto przecinaja sie
w punkcie (1,—1,—13).

Zadanie. Znajdz odlegtos¢ punktu A = (0,0,0) od prostej L£: x = 1+ 2t, y = —2 + 3t,
z = 2t.

Rozwigzanie. Odlegtos¢ punktu A od prostej £ dana jest wzorem

X

<

d(A, L) =

)

U

gdzie a jest wektorem kierunkowym prostej £, a 7 taczy punkt A z dowolnym punktem
na prostej L.

Podstawiajac do rownania prostej £ parametr ¢t = 0, otrzymujemy, iz punkt
B = (1,—-2,0) lezy na danej prostej. Stad

—
7F=AB=[1,-2,0].
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Poniewaz a = [2, 3, 2|, wiec

i 7k S
rxa=|1 =2 0|=—4—2j+7k.
2 3 2
A zatem
|7 x d| = V69, ld| = V17,
skad

d(A, L) = \/@

V69
Odpowiedz. Odlegto$¢ punktu A od prostej £ wynosi ﬁ

Zadanie. Napisz rownanie ptaszczyzny o wektorze normalnym 7 = [2, —3, 4], zawiera-
jacej punkt A = (5,1, 3).

Rozwigzanie. Réwnanie plaszczyzny o wektorze normalnym 7 = [2, —3, 4|, zawiera-
jacej punkt A = (5,1, 3) ma postac

2 —5) —3(y—1)+4(2—3) =0,

czyli
20 — 3y + 42 —19=0.

Odpowiedz. Réwnanie plaszczyzny o wektorze normalnym 7 = [2, —3, 4], zawierajacej
punkt A = (5,1,3) ma postaé¢ 2x — 3y + 4z — 19 = 0.

Zadanie. Napisz réwnanie plaszczyzny zawierajacej punkty A = (1,0,—1), B = (3,1,4)
oraz C' = (2,—-2,0).

Rozwigzanie. Mamy
[2,1,5] = 20 + j + 5k,
=1[1,3,4] =i+ 3] + 4k.

[STR ]
I
=l &l

Zauwazmy, iz wektory u, v lezg w szukanej ptaszczyznie P, zatem wektor 77 prostopadty
do ptaszczyzny P bedzie dany wzorem

= —117i — 37 + 5k.

W =
= Ot T

7
Nn=UXU=]|2
1
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Stad (wykorzystujac punkt A)
P: —11(x—1) =3y —0)+5(z+1)=0

lub réwnowaznie
P: —1lx -3y +52+16 = 0.

Odpowiedz. Réwnanie ptaszczyzny zawierajacej punkty A = (1,0, —1), B = (3,1,4)
oraz C' = (2,—2,0) ma posta¢ —11lx — 3y + 5z + 16 = 0.

Zadanie. Okresl wzajemne poltozenie w przestrzeni ptaszczyzn Pi: 2x — 3y + 4z = 1
oraz Po: x —y — 2 =05.

Rozwigzanie. Wektory normalne ptaszczyzn P; oraz P, sa réwne odpowiednio
ny = [2,—-3,4], ny = [1,—1,—1].

Poniewaz nie istnieje stata A # 0 taka, ze 11, = Mis, to wektory te nie sg réwnole-
gte. (Stata A # 0 o podanej wlasnosci istotnie nie moze istnieé¢, gdyz w przeciwnym
przypadku speliataby ona uktad réwnan 2 =\, —3 = -\, 4 = —\.)

Plaszczyzny Py oraz P, nie sa prostopadle, gdyz

Moy =2+3—4=1%#0.

Poniewaz

71| = V29 oraz 75| = V/3,

wiec
1 1

V293 /8T

gdzie 6 oznacza kat miedzy ptaszczyznami P; oraz Ps.

Prote P; oraz P, nie sa rownolegle, a zatem przecinajg sie wzdtuz prostej. Wyzna-
czymy jej rownanie. Przyjmujac z = ¢, gdzie t € R jest parametrem, rozwigzujemy
pomocniczy uktad réwnan:

cosf =

20 -3y =1—-4t
rT—y=95+1

Otrzymane rozwigzanie jest szukanym réwnaniem prostej

x=144Tt
y=9+4 6t
z=1t, tekR.

Odpowiedz. Plaszczyzny P, oraz P, przecinaja sie wzdtuz prostej: x = 14 + 7t,
y=9+6t, z =1 (gdzie t € R) pod katem, ktorego kosinus jest réwny \/%.
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Zadanie. Znajdz odlegto$é punktu A = (0,0, 0) od plaszczyzny P: 4o —4y—22+8 = 0,
Rozwiazanie. Odlegtos¢ punktu A od ptaszczyzny P dana jest wzorem

’F on ’
d(A,P) = =,
g
gdzie 7 jest wektorem normalnym ptaszczyzny P, a 7 taczy punkt A z dowolnym punk-
tem na ptaszczyznie P.
Zauwazmy, iz punkt B = (0,0, 4) lezy na plaszczyznie P (wspo6lrzedne z, y obieramy
dowolnie, a wspoélrzedna z wyznaczamy z réwnania plaszczyzny). Wtedy

—
7= AB =0,0,4].
Poniewaz 11 = [4, —4, —2], wiec o7l = —8 oraz
(Fwﬂ:& 7 = v/36 = 6.

Stad A
8
dAP) =S =",

4
Odpowiedz. Odlegto$é punktu punktu A od ptaszczyzny P jest réwna 3

Zadanie. ZnajdZ odlegto$é punktu A = (0,0, 0) od plaszczyzny P: 4o —4y—22+8 = 0.

Rozwigzanie. Na podstawie wzoru wyprowadzonego na wyktadzie odlegtos¢ punktu
o wspoéhrzednych A(xg, 3o, 20) od plaszczyzny P o réwnaniu Az + By + Cz+ D = 0

dana jest wzorem
B |A$o + Byo + CZO + D|

d(A,P) =

(4.7) VA2 4+ B? 4 (7

A zatem 4-0-4-0-2-0+38 8 4
d(A,P):| 0-4-0-20+8 _ =-.

VE+ (24 (=22 V363

4
Odpowiedz. Odlegtosé¢ punktu punktu A od ptaszczyzny P jest réwna 3
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Zadania

Zadanie 1. Oblicz odlegloéé punktow A i B w przestrzeni trojwymiarowej, jezeli:
(a) A=(-3,4,5), B=(2,—1,3);
(b)y A=(1,-1,3), B=(-2,-3,5).

Zadanie 2. Dla wektoréw @ = 3i — 2 + bk oraz b = [—2,1, 3] oblicz:

CO

a

7

S

(a)
(b)
c)
)
)

+

QU

Ql
0‘l

(
d

EL
si

Ql
Sl

(e) |a—

Zadanie 3. Okresl wzajemne potozenie w przestrzeni wektoréw a i I;, gdy

-

)
b) @=3i—j oraz b= [1,2,—1];
) @ =13,0,—1] oraz b=2i + 37 + 6k;
(d) @ =47 + 4k oraz b = [2,1,1].
Zadanie 4. Oblicz pole trojkata wyznaczonego przez punkty A, B i C', jesli:
(a) A=(0,0,1), B=(0,2,1) oraz C' = (2,0,2);
(b) A=(1,2,1), B=(1,1,2) oraz C' = (2,1, 1).

Zadanie 5. Oblicz objeto$¢ rownoleglodcianu wyznaczonego przez wektory a, b oraz c,
jesli:
(a) =2+ j+k b=—i+3]—k ¢=2i—J;

—

(b) @=[-3,2,—1],b=[-1,2,1], ¢=[1,1,-5].
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Zadanie 6. Napisz réwnanie parametryczne prostej £ o wektorze kierunkowym d,
przechodzacej przez punkt A, jesli:

(a) A= (3,5,—3) oraz @ = [1,3,4];
(b)

()
(d)

Zadanie 7. ZnajdZz réwnanie parametryczne prostej £ przechodzacej przez punkty:

A
A= (-1,7,4) oraz @ = 0,8, 7];
A=1(0,1,2) oraz d = 6i + 87 — 4]2;
A =1(0,0,0) oraz @ = 127 — 85 + 3k.
) A=(2,3,4) oraz B = (—1,2,3);
b) A= (-5,3,1) oraz B = (—6,2,4);
) A=(-3,5,8) oraz B = (—3,4,0);
(d) A=(2,-1,3) oraz B = (7,8,5).

Zadanie 8. Okresl wzajemne polozenie w przestrzeni prostych £ i £y (tzn. sprawdz
czy proste si¢ przecinaja oraz wyznacz, jesli to mozliwe, punkt przecigcia, a ponadto
okresl kat miedzy prostymi), gdy

(a) L1:x=2—-3t,y=3—4t, 2z = -5+ 2t oraz Lo: v = —1+9s, y = —1 + 12s,
z=—3—06s;
(b) Ly:x=6,y=2+4t, z=1+2t oraz Lo x =1+ 5s, y = —4 — 2s, z = 3 + 4s;
(c) Ly:x=6—2t,y=1+3t, z=2—4toraz Lo: v =—1+5s, y =2+ 2s, 2 = —2;
(d) Li:x=1—t,y=>5t,z=2—2toraz Lo:x =9 —Ts,y=152z=1—3s.
Zadanie 9. Znajdz odlegtos¢ punktu A od prostej L, jesli:
=(-1,1,0)oraz L:x = -3 —t,y=—2+2t, 2 =1—2t;
(0,1,3)oraz L: x =1—=3t,y = =2, 2=2+1;
(1,3,—-2) oraz L: © = =3+ 8t, y = =2+ 10t, z = —1 — 2¢;
(

0,0,0)oraz L:x=1—2t, y=—143t, 2 =2+ 2t.
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Zadanie 10. Napisz rownanie plaszczyzny o wektorze normalnym 77, zawierajacej
punkt A, jesli

(a) A=(-3,4,3) oraz i = [—1,0,1];
(b) A=(-3,2,1) oraz 1 = [5,7,6];
(c) A=(0,5,3) oraz i = j + 3k;
(d) A= (5,-2,7) orazn—8z—j+2k:
Zadanie 11. Napisz réwnanie ptaszczyzny zawierajacej podane punkty
(a) A=(2,3,1), B=(3,4,2), C = (2,4,-1);
(b) A= (5,6,7), B=(5,9,9),C=(6,7,8);
(¢c) A=(0,2,2), B=(-1,1,2),C = (2,2,—1);

(d) A=(1,1,-1), B=(~1,0,1), C = (2,3,-2).

Zadanie 12. Okresl wzajemne potozenie w przestrzeni plaszczyzn Py i Py (tzn. sprawdz
czy plaszczyny sie przecinaja oraz wyznacz, jesli to mozliwe, prosta przecigcia, a po-
nadto znajdz kat pomiedzy plaszczyznami), gdy:

(a) Pi: —x —3y+2z2—4=0oraz Py: —x +y+2—4=0;
(b) Pi: —x+y—2z+2=0o0raz Py:2x —y — 2z —4=0;

(c) Pi: —2x +y —32—5=0 oraz Py: 4o — 2y + 62 — 4 = 0;
(d) Py: 22 —32+4=0oraz Py: 40 — 6y +4 = 0.
Zadanie 13. Znajdz odlegtos¢ punktu A od ptaszczyzny P, jesli
=(0,0,0) oraz P: 6z + 8z — 1 = 0;

2,8,5) oraz P: x — 2y — 22 — 1 = 0;

3,—1,—2) oraz P: x + 2y — 2z — 3 = 0;

~—~ o~

3,—2,7) oraz P: 4oz — 6y +z — 5 =0.
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Odpowiedzi
Zadanie 1 (a) 3v/6; (b) V17.

Zadanie 2 (a) [9,—6,15]; (b) [1,—1,8]; (c) [5,—3,2]; (d) V66; (e) v/38.

- 1 - 1

Zadanie 3 (a) d || b; (b) cos = ——=; (¢c) a L b; (d) cosf = —.
(a) @ || b; (b) Wil (c) (d) 7

3

Zadanie 4 (a) v/5; (b) \g_

Zadanie 5 (a) 9; (b) 28

Zadanie 6 (a) L: 2z =341t y=5+3t, 2= —3+4t, gdzie t € R;

(b) L:x=—-1,y=T+8t, 2=4+Tt, gdzie t € R;
(¢c) L:x=06t,y=1+8t, z=2—4t, gdzie t € R;
(d) L:z=12t,y = —8t, z = 3t, gdzie t € R.

Zadanie 7 (a) L:x=2-3t,y=3—1t,z=4—t, gdzie t € R;

(b) L:x=-b—t,y=3—1t,z2=1+3t, gdziet € R;
(¢c)L:x=-3,y=5—t, z=8—8t gdzie t € R;
(d) L:x=245t,y=—14+9t, z=3+2t, gdzie t € R.

Zadanie 8 (a) Ly || Lo, proste pokrywaja sie; (b) £; L Lo, proste nie przecinaja sie;
(c) proste L1, L5 przecinaja sie w punkcie (4, 4, —2) pod katem 6, takim ze
cosf = ~59’ (d) proste L, Lo nie przecinaja sie; ich wektory kierunkowe

13
tworzg kat 6 taki, ze cosf = )
A 2135
1 V4 v 101
Zadanie 9 ; T ; (d viot

Zadanie 10
8r —y+22—56=0.

x+z=0.

—24+2—-6=0; (b)bx+Ty+62—5=0; (¢c) y+32—14=0;

(a)
(d)

Zadanie 11 (a) -3z +2y+2—1=0;(b) x+2y—32+4=0; (c) 3x —3y+22+2 = 0;
(d)

Zadanie 12 (a) P; L Py; plaszczyzny przecinaja sie wzdluz prostej x = —4+5t, y = t,
z = 4t, gdzie t € R; (b) ptaszczyzny Pi, Po przecinaja sie wzdluz proste;

xr =242t y=23t z=1 (gdzie t € R) pod katem 6 takim, ze

cosf = 35 (c) Py || Pa; plaszezyzny nie przecinaja sie;

(d) plaszczyzny Py, P2 przecinaja sie wzdluz prostej x = —2 + 3t, y =

2 4
~3 + 2t, z = 2t (gdzie t € R) pod katem 6 takim, ze cosf = ES

5 (0) 2 (0) 05 (d)

Zadanie 13 (a) M 3

2



